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Resumo

O objetivo deste texto é apresentar a prova do Ultimo Teorema de Fer-
mat em corpos finitos. Este resultado é obtido a partir de um dos teoremas
fundamentais da teoria de Ramsey, que é exposto em todos os detalhes. Sali-
entamos que este trabalho introdutério é baseado em resultados cldssicos da
Teoria de Ramsey e nao possui nenhum contetido inovador.

AMS 2000 subject classification: 05DXX, 05D10, 05C15.

Palavras-chaves: Teoria de Ramsey, Coloracao, O Ultimo Teorema de Fermat
em Zy.

1 Introducao

O objetivo destas notas é apresentar com todos os detalhes e de forma auto-contida
a prova de um dos teoremas fundamentais da teoria de Ramsey e em seguida, como
aplicacao apresentar o argumento de Issai Schur usado para provar a existéncia de
solucoes nao-triviais para a equacao " + y" = 2" em Z,, para p suficientemente
grande.

De maneira simplificada podemos dizer que a teoria de Ramsey lida com o
problema de encontrar ordem no caos. A motivacao escolhida neste texto para
apresentar a teoria de Ramsey vem de problemas antigos em teoria dos niimeros.

O problema de resolver equacoes em Z é um dos problemas mais antigos em
matematica. Por exemplo, a equacao de Pell

:162—ny2 ==+1

foi estudada por Brahmagupta no Século VII. Um outro exemplo mais famoso é
Ultimo Teorema de Fermat. Este problema ficou em aberto por mais de 300 anos
e finalmente em 1995, Andrew Wiles provou que a equagao

xn+ynzzn
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nao possui solu¢do (nao-trivial) se n > 3, solucionando assim o problema em
questao.

Alguns dos resultados apresentados aqui estdo relacionados a resolugao de
equagoes em subconjuntos dos inteiros, por isto comecamos introduzindo as se-
guintes notagoes: N ={1,2,...} e [n] = {1,...,n}, onde n € N. A cardinalidade
de um conjunto X qualquer serd denotada por |X| e a densidade de um subcon-
junto X C N sera definida por

d(X) = liminf m
n—o00 n

Com a notagao introduzida acima, podemos colocar de maneira precisa a

questao que serd nosso ponto de partida.

Questao 1. Qual € a densidade mdxima de um conjunto A C N que nao possui
solug@o para a equacdo x +y =2z ¢

A primeira observagdo que podemos fazer a cerca da resposta da pergunta acima
é que a densidade de A deve ser no minimo 1/2, j& que o conjunto dos nimeros
impares nao é fechado com relacao a operacao de soma. Por outro lado, a cota
superior para densidade de A pode ser obtida pelo seguinte argumento. Para cada
n € N considere os seguintes conjuntos A, = ANnjen—A,={n—a:a€c A,}.
Afirmamos que se n € A entdo A, N (n — A,) = 0. De fato, se existe algum ele-
mento a € A,N(n—A,) entdo existe @ € A tal que a = n—a, mas isto contradiz o
fato de A ser livre de somas. J& que d(A) > 1/2 temos que |A| = co. Portanto A
contém uma sequéncia crescente (ny)geny. Como A, e ni — Ay, sdo subconjuntos

disjuntos de {0, 1, ..., nx} com mesma cardinalidade segue que |4,, | < (nx+1)/2,
logo
A A 1
n—00 n k—o0 ng 2

0 que nos permite concluir que a densidade maxima de um subconjunto de N livre
de somas ¢é exatamente 1/2.

Nem todas perguntas semelhantes a esta sao tao simples de serem respondidas,
entretanto é possivel também determinar

k3 = sup d(A)
ACN

onde A é um conjunto livre de solugoes nao triviais(z = y = z) da equagao
x+z = 2y. Isto significa que se A C N é tal que d(A) > k3 entao A necessariamente
possui uma progressao aritmética de comprimento trés. De fato, como d(A) > ks,
existe em A uma tripla {z,y, 2z} tal que = + z = 2y. Desta equacao decorre que
x—y =1y —z. Observe que z < y ou x < y. Sem perda de generalidade, podemos
supor que x < y e assim a progressao aritmética de comprimento trés dada por
{z,2+ (y — z),z 4+ 2(y — x)} é exatamente a tripla {x,y, z}.



2 O Teorema de Ramsey

Uma coloragdo de um conjunto S nao-vazio com r € N cores serd apenas uma
maneira de nos referir a uma funcdo ¢ : S — [r]. Neste contexto os numeros
{1,...,r} serdo chamados de cores e diremos que s € S estd pintado com a cor
i € [r] se ¢(s) = 4. Um conjunto monocromatico é um subconjunto X C S cujo os
elementos sao todos pintados com a mesma cor.

Dado um conjunto X arbitrario denotaremos a cole¢ao de todos os subconjun-

tos de X de cardinalidade k£ por ()k() Para tornar mais simples a compreensao
do enunciado do Teorema de Ramsey vamos pensar em N e (I;I) como um grafo

G = (V, E), onde o conjunto de vértices V=N e o conjunto de aresta E = @)

Teorema 1 (Ramsey). Seja r > 1. Para qualquer coloragao c : (IE) — [r] das
arestas do grafo G = (N, (I;T)) , existe pelo menos uma cor i € [r] e um subconjunto

A C N tal que |A| = oo e para todo par {ai,as} C A, temos que c({a1,a2}) = i.

Prova. Se c: @) — [r] uma coloracao, i € [r] uma cor e v € N um vértice,
denotaremos por N;(v) = {w € N : ¢({v,w}) = i}. Mostraremos agora como
construir o conjunto A mencionado no enunciado indutivamente.

Sejam z1 = 1 e X; = N. Pelo principio de Dirichlet existe ¢; € [r] tal que
|N¢, (21)] = 00. Tome X9 = N, (1)

1 ) xr3 T4 o I,

Figura 1: N, (z1) com arestas representadas em vermelho.

Dado o conjunto infinito X5, escolhemos zo € X, arbitrariamente satisfazendo
x2 > x1. Novamente pelo principio de Dirichlet temos que existe ¢y € [r] tal que
| Ne, (22) N X1| = co. Tomamos X3z = N, (x2) N Xo.

De um modo geral para n > 2, escolhidos (x1, ..., Z,—1) € um conjunto infinito
X, escolhemos em seguida x,, € X,, arbitrariamente satisfazendo z,, > z,,_1. Pelo
principio de Dirichlet sabemos que existe ¢, € [r] tal que |N, (z,) N Xp| = 00 e
assim definimos X,,+1 = N, (z,) N X,.

Claramente para todo n € N temos que X,+1 C X, e desta continéncia segue

que c({zs,z;}) = ¢ para todo j > i. Como r é finito a sequéncia de cores
{c1,c2,...} possui um subsequéncia monocromética infinita que serd denotada
POr {CnysCrgy- vy Crps - - -}

A construgao acima nos fornece um subconjunto infinito A = {z,, Tn,,...} C

N com (’3) C @) infinito monocromatico.

|



Observagao 1. O Teorema acima € de fato um caso particular do teorema obtido
por Ramsey. O resultado realmente provado por Frank Ramsey € enunciado abaizo.

Teorema 2 (Ramsey para hipergrafos). Sejam r,k > 1. Para qualquer colora¢do
c: (?) — [r] das arestas do hipergrafo G = (N, (ﬁ)), existe pelo menos uma cor

i € [r] e um subconjunto A C N tal que |A| = co e para todo {a1,...,ax} C A de
cardinalidade k temos c({a1,...,ar}) = i.

Prova. Inducao em k.

3 Teorema de Schur

Em 1916 em seus trabalhos relacionados ao Ultimo Teorema de Fermat em L,
Issai Schur se deparou (e resolveu!) com a seguinte questao.

Questao 2. Suponha que o0s inteiros positivos sejam coloridos arbitrariamente
com r cores. Podemos afirmar que sempre existe uma solugdo monocromdtica da
equacio r +y =z ?

Veremos nesta secdo como resolver esta questao proposta por Schur, usando o
Teorema de Ramsey.

Diremos que uma tripla ordenada de nimeros inteiros positivos (z,y, z), é uma
tripla de Schur se estes trés nimeros formam uma solugao da equagado = +y = z.

Teorema 3 (Schur-1916). Toda coloragio ¢ : N — [r| contém uma tripla de Schur
monocromdtica.

Prova. Dada a coloracao ¢ : N — [r] definimos uma coloracao ¢’ : (1;]) — [r] por

({a,b}) = c(la — ).

Pelo Teorema de Ramsey (Teorema [1)) existe um tridngulo ¢ monocromatico, isto
é, existe {z,y,2} C N tal que ¢/({z,y}) = d({z,2}) = /({y,2}). Sem perda de
generalidade podemos supor que x < y < z. Pela definicao da coloracao ¢ segue
que c(ly—x) =c(z —z) =c(z—y) eassim (y —x,z —y,z — x) é a tripla de Schur
desejada.

]

4 O Ultimo Teorema de Fermat em Ly,

O principal resultado desta secao é um teorema provado por Schur em 1916. Este
teorema foi a principal motivagao para propor e provar o Teorema [3| da secao
anterior.

Teorema 4 (Schur-1916). Para todo n € N a equagdo

n

" +yt =z (mod p)

tem solugdo nao-trivial em Z, para todo p primo suficientemente grande.

4



Prova. Fixamos n € N e p um primo que sera escolhido em seguida. Considere o
subgrupo H,, = {z" : x € Z;;} < Zj, e a seguinte particao de Z, em classes laterais:

Zy=a1H,U...Ua,H,. (1)

Afirmamos que r < n. De fato, considere o homomorfismo ¢ : Z;, — H,, dado por
o(z) = ™. Pelo Primeiro Teorema dos Homomorfismos temos que

Ly
ker(p)
De e segue que |Zi| = |Hp| -7 e |Zy| = |ker(p)| - |[Hyl|, respectivamente.
Logo |ker(p)| = r. Mas ja que ker(¢) = {z € Z; : 2™ = 1} e o polinémio z" — 1
tem no mdximo n raizes em Z,, segue que r = |ker(p)| < n. Observe que em

geral, r = r(p) e H,, = H,(p) mas a cota obtida para r é uniforme em p, isto é,
para qualquer primo p temos 7(p) < n.

1

p(Zy,) = Hn. (2)

Para cada p primo fixado, defina a coloracao ¢, : {1,...,p — 1} — [n] por
Cp<k) =1,
onde 7 é o unico indice satisfazendo 1 <i <r(p) <ne k € a;H,,. Para terminar a
prova apelamos agora para técnicas de compacidade. Defina ¢, : N — {0,1,...,n}
por
~ cpk) ,sel<k<p-—-1;
ep(k) = , .
0 ,caso contrario.
Vamos olhar para ¢, como um elemento do espaco {0,1,... ,n}N . Munindo este
espaco da topologia produto segue do teorema de Tychonoff que {0,1,...,n}Y é
compacto. Podemos mostrar que a topologia produto de {0, 1, ... ,n}N é gerada
pela métrica
1
d(f,9) = — :
min{n : f(n) # g(n)}
Portanto, usando que {0, 1,...,n}" é sequencialmente compacto, podemos afirmar

que existe uma sequéncia crescente infinita de primos (p;);en tal que
&y =€ 4{0,1,...,n}Y
;i I .

Podemos, na verdade, provar um fato um pouco mais forte, isto é, mostrar que
¢ € [n]Y. Para isto basta observar que fixado k € N e ¢ = 1/k, existe jo tal que

para todo j > jo temos
1

X
Tomando j > jo com p; > k e usando a defini¢do da distancia segue que ¢(k) =
Cp, (k) € [n]. Desta maneira ¢ é uma coloragao de N em n cores. Pelo Teorema de
Schur (Teorema [3)) existe uma tripla de Schur (Z, ¢, Z) para a coloracao ¢. Tome p;
tal que p; > Z e d(cp,, ¢) < 1/Z. Desta forma temos que ¢,,(%) = ¢,,(7) = &, (Z) =
i € [r(p;)]- Mas como 7,9, Z < pj, temos que nestes trés pontos ¢,; coincide com

d(Cp;,¢) <



cp,- Portanto (,7,Z) é uma tripla de Schur para a coloragao c,,. Pela defini¢ao
de ¢y, segue finalmente que existem z,y,z € {1,...,p; — 1} tal que

a;x"™ + a;y" = a; 2"

n

Mas a; ¢ invertivel, logo =™ + y" = 2" (mod p)



5 Apendice 1 - Teorema de Tychonoff

Topologia

Definigao 1. Uma topologia num conjunto X € uma colecdo T de subconjuntos
de X cujos elementos sao chamados abertos e tais que

(a) X e 0o @ sao abertos;
(b) A uniao de quaisquer familias de abertos ainda € aberto;
(c) A interse¢do de um nimero finito de abertos ainda é aberto;

Um par (X,7T), consistindo de um conjunto X e uma topologia 7 em X é
dito um espago topoldgico. Sempre que nao houver confusdao omitiremos a topo-
logia e diremos simplesmente que X é um espaco topoldgico. Seja X um espago
topolégico, p € X, e S um subconjunto qualquer de X,

e Uma vizinhaga de p é qualquer conjunto aberto contendo p. Analogamente
uma vizinhaca de S é qualquer conjunto aberto contendo S

e S é dito fechado se X \ S for um conjunto aberto;

e O interior de S, denotado por IntS, é a uniao de todos os abertos contidos
em S;

e O fecho de S denotado por S é definido como a intersecao de todos os
subconjuntos fechados de X contendo S.

Definicao 2. Seja X um conjunto. Uma base para uma topologia em X € uma
colecdo B de subconjuntos de X tais que

(a) X = UBGBB

(b) Se Bi, e By estao em B e x € By N By, entdo existe By em B tal que
T € By C By N Bs.

E um exercicio para o leitor notar que a colecdo T de todas as unides de
elementos de B é uma topologia para X.

Agora vamos definir um conceito extremamente importante, a saber, o conceito
de fungoes continuas entre espagos topoldgicos.

Definicao 3. Sejam X e Y espacos topologicos. Uma aplicagdo f: X — Y € dita
continua quando para todo aberto U de Y a imagem inversa f~1(U) € aberta em
X.

Com essa definicao os seguintes fatos sao praticamente observacoes
e a composicao de duas fungoes continuas é continua

e a restricdo de uma funcao continua ainda é continua se considerarmos a
topologia induzida



Com efeito, seja A C X e considere em A a topologia induzida por X. Entao
se U é um aberto em Y temos

(flIA~HU) = An f7H(U)

que é aberto em A, portanto f|A é continua. Reciprocamente se para todo A C X
a restrigao f|A é continua entdo f é continua em X.

Teorema 5. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma aplicacdo. As
sequintes afirmacgoes sdo equivalentes:

(a) A aplicagao f € continua.
(b) A imagem inversa de fechado é fechado.

(c) A imagem inversa de cada elemento de uma base para a topologia de Y €
aberto.

(d) Para cada © € X a imagem inversa de toda vizinhanca de f(x) é uma
vizinhanca de x.
5.1 A topologia induzida por uma familia de fungoes

Seja X um conjunto arbitrario, ¥ um espaco topolégico e F uma familia de
aplicagoes f) : X — Y com indices em um certo conjunto Z. Considere a familia
B de todos os subconjuntos de X obtidos através das intersegoes finitas:

)N ...mf;}j(U)
onde U é aberto em Y.

Proposicao 6. Sdo verdadeiras as sequintes afirmacdes:

a) B é a base para uma topologia em X ;

b) Esta topologia é a menor topologia que torna cada aplicagao f: X — Y de
F continua. FEsta topologia é chamada de topologia fraca em X determinada
por F.

Agora vamos tentar generalizar esta nocao, ao invés de considerar apenas
um espaco topoldgico Y, nés vamos considerar uma familia arbitraria (Y))aez
de espacos topoldgicos. Se F = {f: X — Y) ;A € 7} é uma familia de aplicagoes
entao a familia B de todos os subconjuntos de X obtidos através das intersecoes
finitas

f)?ll(UA1) n...N f/\;l(UM),

onde os Uy, sao abertos em Y),, ¢ uma base de uma topologia em X.

Proposigao 7. Sdo verdadeiras as sequintes afirmacdes:

a) B € uma base para uma topologia em X ;



b) Esta topologia é a menor topologia que torna cada aplicacio fy: X — Yy de
F continua. Esta topologia é chamada de topologia fraca em X determinada
por F;

c) Se as fx separam pontos e cada Y\ é Hausdorff entao a topologia induzida
em X pelas f) ¢ Hausdorff;

d) Uma aplicagao g : Z — X € continua se, e somente se, cada uma das
aplicagoes frog: X — Yy € continua.

5.2 Espagos Produto

Nesta secao vamos mostrar como munir o produto cartesiano de espacos to-
polégicos com uma topologia adequada para nossas finalidades. Vamos iniciar
esta construcao, por questao de simplicidade, considerando o produto cartesiano
de apenas dois espagos topoldgicos.

Sejam X e Y espacgos topoldgicos, seja B a colecao de todos os produtos car-
tesianos U x V, onde U é aberto em X e V é aberto em Y. Vamos mostrar que
B é uma base para uma topologia em X X Y. Primeiro note que

(UxV)n(Urx Vi) =UnNU) x (VW)

(terminar depois)

5.3 Produtos com infinitos fatores

Seja Z um conjunto de indices e (X))yez uma familia de espagos topoldgicos.
Vamos tentar introduzir uma topologia no produto cartesiano

X = H X,.
AT

e Um elemento € X é uma funcao = : Z — |J X, onde para cada A € T
temos z(A) € X).

e Para cada X, podemos considerar uma projecao natural de X sobre X
TN - X=X by

dada por my(z) = z(A) que pode ser compreendida como a A-ésima coorde-
nada de z.

e Uma observacao muito util e que se para todo A € 7 tivermos X, = X entao
X = T]yez X coincide com o o conjunto F(Z; X) de todas as fungoes de 7
em X. Por exemplo, se considerarmos o conjunto de indices Z = [0,1] e a
familia (R¢)tez com Ry = R para todo ¢ € [0, 1], entao

Fo.:x) = ] ®

X€0,1]



Certamente esta topologia torna continua cada uma das projecoes my : X —
X mas por motivos 6bvios nao estaremos muito interessados quando ela for a
topologia discreta.

Vamos agora considerar em em X a topologia induzida pelas projegoes {7 :
X — X\, A €1}, isto é, a topologia que tem como base os abertos:

T (Un) N N L (Us) = Uny X x Uy, % H X
AN
Onde Uy, C Xy,,...,Uy, C X), sao abertos. Por definicao esta é a menor

topologia em X que torna todas as projecoes my : X — X continuas. Os abertos
da forma

U)\l X...XU/\k X H X>\
NEN;
sao chamados os abertos elementares. Esta topologia serd chamada a topologia
produto em X.

Proposigao 8. A topologia produto em X = [[ o7z X tem as sequintes proprie-
dades:

a) As projecoes my : X — X\ sao continuas e abertas;

b) Dado um espago topologico Z, para que uma aplicagao f : Z — X seja
continua num ponto a € Z € necessdrio e suficiente que, para todo indice A,
a aplicacdo fy =my o f: Z — X, seja continua no ponto a;

z

c) Se para cada \, F) é um subconjunto fechado de X, entao F = [[F) €
fechado em X =[] ez Xi.

Prova. A prova do item a) decorre diretamente das defini¢goes. Para provar b),
vamos considerar um conjunto V' aberto contendo f(a). Como V é a uniado de
abertos elementares podemos supor que V = Uy, x ... x Uy, X HA#M X

Como cada f) é continua e temos que para cada \; existe um aberto By, 3 a em
Z tal que fy,(By,) C Uy, i=1,...,k. Agora considere o aberto B = N¥_, B),.
Ja que fy,(B) C Uy,, segue que

f(B) C fa(B) x ... x fr(B) x 1_[)(>\CU,\1 X ... x Uy, % HX,\
A#EN; AFEN

fato que finaliza a demonstragao.
1- Revisar este argumento;
2- Incluir a prova do item c).

Proposicao 9. As segquintes afirmacoes sao equivalentes a respeito da topologia
produto em X =[] ez X

a) € a menor topologia que torna todas as projecoes my : X — X continuas.
b) Uma aplicagao f : Z — X € continua se, e somente se, cada uma das

funcgées fy =myo f: Z — X, € continua.

10



6 Conjuntos compactos

Nesta secao vamos definir a nogao de espaco topolégico compacto e provar o te-
orema de Tychonoff que diz que o produto arbitrario de uma familia de espacos
topoldgicos compactos ainda é um espaco topoldgico compacto quando equipado
com a topologia produto.

Definicao 4. Um espacgo topoldgico X € compacto se toda cobertura por abertos
de X possui uma subcobertura finita.

Seja X um espago topolégico e {Fy}aca uma familia de subconjuntos de X.
Diremos que esta familia tem a propriedade da intersecao finita se para quaisquer
nimero finito de indices a1, a9, ..., a, a intersecao

FoyNFay...NF,,

é nao vazia. A proxima proposicao caracteriza compacidade usando conjuntos
fechados.

Proposicao 10. Um espago topoldgico X € compacto se e somente se para toda
familia {F,}aca de fechados com a propriedade da interse¢ao finita a intersegdao

() Fu
acA
é nao vazia.

Prova. Seja X compacto e {F, }nea uma familia de fechados com a propriedade
da intersecao finita. Suponha que a intersecao

N
acA

seja vazia. Isto significa que a familia dos complementos {F¢}qaca forma uma
cobertura aberta de X, usando a compacidade de X podemos extrair uma subco-
bertura aberta finita

X=F; UF, U...UF;

o que é um absurdo pois isto implica
Fo,NFynN...NF,, =0

o que contradiz a hipdtese de {F,}qca ter a propriedade da intersegao finita.
Reciprocamente seja { F, } uma cobertura aberta de X, isto significa que

() Fs=0
a€A

portanto a familia {FS$},c4 nao tem a propriedade da intersegao finita, donde
existem indices a1, ao, ..., q, tais que a intersecao

Fg NFES,N...NF; =10

tomando o complementar na intersecao acima obtemos uma subcobertura aberta
finita de X, sendo assim X é compacto.

(I
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Proposicao 11. A imagem de um conjunto compacto por uma funcdo continua
ainda é um conjunto compacto.

O préximo teorema é altamente nao-trivial, diz que o produto de espacos
topoldgicos compactos ainda é compacto na topologia produto.

Teorema 12 (Tychonoff). Se é {X,}aca uma familia arbitrdria de espagos to-
poldgicos compactos, entdo o espaco produto

X =] X
acA
€ compacto na topologia produto.

Prova. Seja F = {F;};c; uma familia se subconjuntos fechados de X tendo a
propriedade da intersecao finita. Agora considere a familia A definida da seguinte
maneira:

a) Os elementos de A sao familias cujos elementos contém F = {F;}icr;

b) Cada elemento de A tem a propriedade da intersecao finita.

Considere em A a ordem da inclusdo. Usando o Lema se Zorn, podemos encontrar
um elemento maximal 7* em A que possui a propriedade da intersecao finita.

Seja m: X — X, a projegao sobre o a-ésimo fator. Para cada a fixo considere
a familia 7, (F'), com F € F*. Observe que:

a) a familia 74 (F)pc . herda a propriedade da intersecao finita de F*;
b) X, é compacto.

Assim segue da proposicao anterior que a intersecao

() m(F)

FeF*

é ndo vazia. Logo para cada escolha de a temos que x, € N7 (F). Se definimos
x = (x4) e mostramos que z pertence a todos os elementos F' de F*, encerramos
a demonstragao.

Antes de prosseguir observamos que F* é fechado para a intersecao devido a
sua maximalidade.

Seja U um aberto de X contendo x entao U é da forma

U=Uy, X...x Uy, % H Xa,
aFao;

onde cada U,,; ¢ um aberto de X,,. Isto significa que U,, contém z,, para cada 1.
Portando fixado i, U,, contém um ponto de 7, (F') para todo F' € F*, entao

7 (Us,) = Ua; x [] Xa
a;Fa

contém um ponto de F' para cada F € F*.

(terminar depois)
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